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ABSTRACT 

We study a C | functional calculus with several variables fm v pseudodifferen- 
tial operators PI, '"  ",P~ in R n. When [ is a function belonging to the class 
Si.o(R0 of H6rmander, we prove that, under some conditions, f ( P ,  �9 �9 P~) is a 
pseudoditterential operator, and we give an asymptotic formula for its symbol. 

Introduction 

Dans [4], Y. Colin de Verdi~re 6tudie le comportement asymptotique du 
spectre conjoint de plusieurs op6rateurs pseudodiff6rentiels commutant deux 
deux, op6rant sur une vari6t6 compacte. Lors de cette 6tude, il utilise de mani6re 
essentielle le calcul fonctionnel 6tabli dans ce cadre par R. S. Strichartz [12]. 
Dans [3] on 6tablit, pour des op6rateurs pseudodiff6rentiels op6rant dans R n, un 

r6sultat analogue ~ celui de [4], en reprenant la m6thode de Y. Colin de 
Verdi~re. On est donc amen6 /~ 6tablir un calcul fonctionnel pour ce type 
d'op6rateurs. La nature des fonctions utilis6es (qui peuvent 6tre des fonctions de 
troncature, comme dans le th6or6me 2) conduit h fonder ce calcul sur les 
propri6t6s spectrales des op6rateurs, le calcul fonctionnel holomorphe ne 
pouvant 6videmment pas s'appliquer. 

Les op6rateurs dont on 6tudie dans [3] le' spectre conjoint sont du type 
suivant: 

EXEMPLE 1. 

h 2 { Pl(x, D x ) =  -2--~ A+ Ix 12, 

1 (  c~ c~) 
P2(x, Ox) = 7 ,~1 5 T - x 2 ~  o~ x = (xl, x2, x3) ~ R 3. 
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P~ est l'oscillateur harmonique, et iP2 le g6n6rateur infinit6simal du groupe des 
rotations par rapport h Ox3. 

En m6canique quantique, l'6tude du spectre conjoint de P~ et P2 permet de 
faire une classification des 6tats de la particule (cf. par exemple A. Messiah, 
Mdcanique quantique, tome 2, Dunod, 1972). 

E~MPLE 2. 

{P~(x, Dx) ofJ x = (x~,x2) ~ R 2. 
l 

P2(x, Dx) - 0 ~ + x 2,2 

Les op6rateurs de ce type notamment l'oscillateur anharmonique: -02/0x2+ 

ax2+[3x% interviennent en physique. On peut se r6f6rer par exemple h A. 

Voros [13], oh ~ B. Simon (Coupling constants for the anharmonic oscillator, Ann. 
Phys. 58.76.136 (1970)). 

Le contexte de notre 6tude est le suivant: 
On se donne v op6rateurs pseudoditt6rentiels sur R", soit (P,),~.....v, commut- 

ant 2 ~ 2 et sym6triques, d6finis par des symboles de Weyl (P,),=1.....~ qui v6rifient 
les hypotheses suivantes: 

(H.1) p, E S" 

oil S~, d6signe la classe des symboles d'ordre m ~ R par rapport ~ un couple de 
fonctions poids (~b, q~) v6rifiant les conditions de R. Beals [1] et de L. H6rmander 
[8], et la condition suivante: 

(H.2) I1 existe des constantes Co, C1, 8o, 8~ > 0 telles que: 

Co(l+lxl+l l)8o<=4,(x, ), 

On suppose aussi que le symbole q de l'op6rateur Q d6fini par: 

(0.1) O = ~ P,~ 
I = 1  

v6rifie la condition: 

(H.3) I1 existe m' :  0 < m'_-__ m, et des constantes C, C ' >  0, tels que: 

q(x,~)>=C(ckq,) m' pour tout (x, 6 ) E R  2~ telquel(x,~)l=>C '. 

Enfin les symboles p~ v6rifient l'estimation: 

(H.4) V(a,]3) ~ N 2, :IC,.~ >0 ,  Vi = 1 , . . . ,  v, 

lOUD,p, (x, ~:)l---- C~ I q 1~/2~b-I~l~ -I~1 pour I(x, ~)1 suttisamment grand. 
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Sous les hypotheses pr6c6dentes, Q admet une unique r6alisation auto- 
adjointe dans L2(R"), et ( I +  Q) est d'inverse compact. Q poss~de donc un 

spectre compos6 d'une suite croissante de valeurs propres tendant vers + ~, et il 
existe dans L2(R") une base orthonormale compos6e de fonctions propres de Q. 

Alors, comme les op6rateurs P, commutent entre eux et avec Q, on peut trouver 
une base (~')j~N de L2(R ") compos6e de fonctions propres communes aux 

op6rateurs P, et Q. On d6finit le spectre joint (cf. [4]) des op6rateurs P1,'" ", P~ 

comme 6tant la partie A de R ~ v6rifiant: 

(0.2) A={A = ( A , ) , = I . . , ~ E R ~ ; 3 j E N : P , ~ ' = A , ~  ' V i = l , . . . , v } .  

On notera A' le v-uplet de valeurs propres correspondant ~ la fonction ~J. Soit 

alors f u n e  fonction appartenant & la classes Lo(R ~) de L. H/~rmander, avec 
r ~ R, i.e., satisfaisant ~ la condition: 

(0.3) Jf(~)(z)[<-_C~(l+Jzl) "-j~l, V z E R  ", Va EN". 

On d6finit, et l'on note f(P,, . . . ,  P.), un op6rateur non born6 dans L2(R ") par: 

(0.4) f(P,,...,P.)r = f(A-~,-.., A'.)q~' V j E N .  

f (P~, . . . ,P~)  a pour domaine: 

(0.5) D[f(P,,"',P.)]={u=2 uiq~'~EL2(R");Elu,.f(A')I 2<+~176  
jEN jEN 

On se propose de d6montrer le th60r~me suivant: 

TH]~ORI~ME 1. Sous les hypotheses ci-dessus, f (P~ , . . . ,P , )  est un opdrateur 

pseudodiffdrentiel, d'ordre rm s i r  est positif, m'r  s i r  est nggatif, par rapport au 

couple, i.e., dont le symbole appartient fi r . . . .  ,,) 

De plus, sous l'hypoth~se 

(H.5) p, admet un dbveloppement asymptotique p, ~ E~o a; off a; E S:~ '/2 

le symbole af de f (P~ , . . . ,  P,) admet un dgveloppement asymptotique sous la 

forme : 

~ max(mr.m 'r)--112 (0.6) ai ~'~ af, i avec ai. j ~ ~,~ . 
j>=O 

On peut alors prdciser la forme des composantes : 

(0.7) 
f ar, o = f(ao) 

at., = ((vf)(ao), a,) 

Y. D,,(p)f'")(ao) IhJ_~I3j/2] 
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o~ p d~signe le symbole total joint des op6rateurs P, : p = (p~, �9 �9 p~), ao ddsigne le 
symbole principal joint: ao = (aA,..., a~), et D~ (p ) est un polyn6me fonction des 
a; et de leurs d~riv~es, inddpendant de [, et vdri]iant l'estimation : 

(0.8) ] O~D~D,h (P )I <= C~.~ [ aollhl( qb~o )-"2qb-I~l~ -I~ 

REMARQUE 1. Un cas particulier important de l'hypoth~se (H.5) est celui o~ 

les symboles p, admettent un d6veloppement en composantes "homog~nes",  

i .e. ,  Vi  = 1 , . . . ,  z,, Vj  ~ N,  on  a: 

(0.9) a',(px, p~)=p2m-'a~(x,~) V p > 0 ,  V(x, ~:) E R2" - {0}, 

qui correspond h ~o(x, ~) = ~k(x, ~) = 1 + Ix [+ ]~l- 

REMARQUE 2. On peut remarquer que, ~ un op6rateur ~ noyau dans ~0 (R 2n) 

pros, l 'op6rateur f(P~,.. . ,  P~) ne d6pend que des valeurs de f sur un voisinage 

de l'image du symbole principal joint a0. 

Un calcul fonctionnel pour des op6rateurs pseudodiff6rentiels sur une vari6t6 

compacte a 6t6 fait par R. Strichartz [12]. On reprend ici sa m6thode. 

Par ailleurs, D. Robert [10] 6tudie la fonction d'op6rateurs f [A (h)] torsque f 

est un symbole de la classe S~.0(R), et A(h)  un op6rateur pseudodiff6rentiel 

d6pendant d 'un param~tre h. (B. Helffer et D. Robert  avaient 6tudi6 dans [7] le 

cas oO f ( z )=  z s avec s E R.) En dormant ~ h la valeur 1, on a un calcul 

fonctionnel pour un op6rateur pseudodiff6rentiel dans R n sur lequel on s'appui- 

era dans ce qui suit. En particulier, les formules (0.7) exprimant les composantes 

du d6veloppement asymptotique du symbole a r, plus pr6cises que celles que 

donne R. Strichartz [12], sont une g6n6ralisation de celles qu'obtient D. Robert 

dans [10]. 
Le plan de notre 6tude est le suivant: Dans une premiere pattie, on exprime, 

par la formule de Taylor, le symbole de Weyl a s de f(P1,'" ", P~) sous la forme 

d'une somme finie de termes Sj et d 'un reste Rn. Dans une seconde partie, on 

d6finit une notion de "symbole formel" (cf. L. Boutet de Monvel - P. Kree [2]), 

et on 6tablit un calcul fonctionnel sur ces symboles destin6 ~ permettre l'6tude 

des termes S t. On y d6montre en particulier une expression du symbole de a t~), 

puissance s ~ de a, o~ a est un symbole formel et s u n  entier, correspondant 

celle obtenue par D. Robert [10], qui sera utile pour obtenir au paragraphe 
suivant les composantes a1j. On ach~ve alors la d6monstration du th6or~me 1 en 

estimant le reste R~. Enfin, dans une derni~re partie, on donne une application 

directe du th6or~me 1 ~ l'6tude de A. 
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REMARQUE. Il est possible de consid6rer des op6rateurs p, d 'ordres 

diff6rents, soit m~, . . . ,  m,, en supposant que ces ordres satisfont ~ la condition 

(cf. [121): 

t 
3 t @ R :  s , = - - ~ N  Vi = 1, . . . ,  v. 

m, 

On se famine  au cas 6tudi6 ci-dessus en faisant les hypotheses (H3) et (H4) non 
plus sur Q = X?:I p2, mais sur r = X,~t p2,. 

I. Pr6sentation du probl~me 

On suit la technique de R. Strichartz [12]. 

A l'aide de ia transform~e de Fourier, on 6crit: 

(1.1) [f(P,, P2,'" ", P.). q~'l(x) = (2rr)-" f e"*-Y'e)f(A ' )~'(y)dydsE 

En d6veloppant f suivant la formule de Taylor au point ao(~(x + y), so), off 
a,, = (a:j, . . ., a,~,), on obtient: 

I f ( P , , . . . ,  n.)~0'] (x) = 

,k~ ~,. f e "~ " ' / "  ' [ ao ( X +~2 , ,) ] [ a ' - ao ( X , ]k ' (y ) ryd  

(1.2) +Nk~t=N_~t. je,~_y.,,f,k,{ao(X+_~2,1~)+t[A ' _ a0 (x__~ ,~:)] } 

• (A' -- ao (X +~2 ,~))k (1-  t)N~'(y)dbdyd!~ 

(oh on note ~ry =(27r)-"dy). 

Appliquons la formule du bin6me a (A ' - ao )k :  

(1.3) (A'-a~ = ~ ( -1 ) ' ( k )  aveca~=(a~)',x...x(a~)'~ 

oil l < k  signifie L<=k, V i = I , . . . , v  et off (~)=k!/ l!(k-l)!  avec a ! =  

a ~ ! . ' . a ~ !  si a = ( a , , ' . ' , a ~ )  et 6crivons 

(1.4) (A,)k-t 9, = pk-i~p, avec p , - t  = p~,-l, o p~,-* . . . . . .  p~-t. 

Nous obtenons alors [(Pt,...,P~) sous la forme: 

N - I  

(1.5) ]'(P,,...,P~)= ~ opS, + RN 
j=O 
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avec 

1 (~)  
(1.6) S, -- ~ ~-~r ~ ( -  1)' [ f ( ~ ' ( a , , ) x a l , ] # p  a ~) 

I~.!= I l<-k 

off # ddsigne la composition des symboles de Weyl, p e s t  le symbole total de 

( P , ' " , P , ) : p = ( p , , . . . , p , ) , e t p ( k  t ) = p ] k , - f l ) # . . . # p ~  ~) avec 

plk,-',) = p, # �9 . . # p,. 

(k, - 1, ) fols 

On va prouver les points suivants: 

(i) $, ~ S~2' . . . .  "-'/-" 
- % n ,~/ n s n (ii) VN E N :-':tM �9 RM E &/~(H~.,~(R ), H~,.~(R )) ot~ H,.~(R ) est l'espace d6fini 

pour s E R  par R. Bea/s [1]. 

L'assertion (i) est une cons6quence du calcul formel que ron va faire 
maintenant. 

H. Calcul formei 

X 6tant une ind6termin6e, et (x, s c) un point de R" x R", on appelle "symbole 

formel" toute fonction a de R" x R" darts C[[X]] s'6crivant sous la forme: 

(2.1) [a (x, ~)1 (X) = E X ' a ,  (x, ~) 
I ~>11 

o~ les fonctions a, sont C ~ sur un ouvert f~ de R" x R" h valeurs darts C e 
v6rifient: 

J'la,,I- -< c,,(4,~)", m ~ R ,  
(2.2) t 0~Dxa,(x,~)]<Go~(4,,r Io!~-,~! V j > 0 ,  V ( a , / 3 ) ~ N " x N  ~ 

(~b, q~) 6tant un couple de [onctions poids satisfaisant ~ (H~). 

On note S"d.~ rensemble des symboles formels satisfaisant ~ (2.1) et (2.2). 

Remarquons d'abord que ron peut toujours associer au symbole total p, de I 

S ' ~  Les principales correspondances sont les suivanles: un symboleformel de ,.r 

(a) P , - - ~ a ' : a ; ~ = p , ,  a ' , = O  V j > = I .  

(b) Si on fait sur p, rhypoth~se suivante: 

3pl,  et p] tels que p, =p l , +p '~  

avec Vj =0 ,1  V(a , /3)~  N'-" 3C . ,  > 0 :  

18 t 
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on associe alors a p, le symbole formel a '  defini par: 

a~,=p;,, a ' ,=p ' ,  a ~ = 0  Vj=>2. 

(c) Enfin, si on suppose que les symboles p, sont des symboles classiques 

admettant  un developpement  asymptotique en composantes homoghnes,  i.e.: 

p,~Ea;, 
/>(I  

iI est alors naturel d'associer a p, le symbo[e forme[ a, defini par: 

[a, (x, r  = Y~ X'a;(x, ~). 
1 >0  

Nous allons maintenant 6tablir des r6gles de calcul pour les symboles de "'~ 

(1~ Composition des symboIes [ormels 
e n u F  Si a et b sont deux symboles formels, le premier  dans So.r le second dans 

S"~'~ ~, on definit le compose c = a | b de la fagon suivante: 

[(a | b )(x, sc)] (X)  = ~,, X'c, (x, ~) 
/ >0  

(2.3) 

avec 

(2.4) c, (x, s = 

En particulier, on a: 

-~,~ +,r+,+k =, ~ !/3 ! (�89 _ ~)J~l(O ~D ~ak ) (O ~D 7b,). 

t c,, = a,,bo, 
(2.5) 

k c, = ajb~j + a~,bj. 

On obtient facilement le r6sultat suivant: 

PROPOSITION 1. La loi @ envoie S ,,, x S ,,, 

(2 ~ Puissance d'ordre s d'un symbole formel 
m . F  Soit a ~S , .~ ,  et s ~ N .  On designe par a ~'~ le compose: 

a ~ ' ~ = a | 1 7 4 1 7 4  
J v 

s lois 

D'aprhs  (1~ a "~ est un symbole formel de J,.~c""~- dont on 

developpement  sous la forme: 

6crit le 
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(2.6) [a'S~(x, ~:)](X) = ~ X'aj.~ (x, ~). 

Le but de ce qui suit est la d6monstration de la proposition suivante: 

PROPOSITION 2. Soit a ~ S , ~  et s E N. Alors les coefficients du d~veloppeme~ 
(2.6) de a ~ sont donttgs par les formules : 

ao., = a 
(2.7) 

~. s(s 7 1)".( .s - k + 1) 
a,., = "-" k! " dJ'k(a)aUk' j >- 1, 

k = !  

o~ d~,k est un polyn6me ind~pendant de s, fonction des termes al et de leurs d~rivge. 

vdrifiant les estimations: 

(2.8) I a ~0 .~d,.k (a)l ---< Co, (6~)~-;~% - ~  ~ - ~ ~- 

De plus, si a vgrifie 

(2.9) BB,,~ST.~(R" •  [a~D~,a,(x,~)l<=C,,~lB,,l(rb~)-'/:~b-I~l~ -j~r 

pour I(x, r suffisamment grand, alors (2.8) devient: 

(2.10) [ O~a~d,.k (a)[ =< C,,o I B,,[ k (6~v )-"26-1~ -101 

pour tout (x, ~) tel que [(x, ~)1 soit suffisamment grand. 

D/~MONSTRAJ'ION. On pourrait penser que la m6thode la plus directe consif 
utiliser les formules (2.5) et ~ faire une r6currence sur s. En fait, ii ne semb 

pas que cela soit ais6, et on va utiliser une tout autre d6marche, et faire cet 

d6monstration en trois 6tapes: 
(a) On commence par d6montrer la proposition 2 dans le cas oft ie symbc 

consid6r6 a satisfait en plus aux hypothbses suivantes: 

(H.6) :lCo : ao(x, ~) > c,, > 0 V(x, ~). (I1 existe alors un secteur A, voisinage 

] -oo,0]  dans C, tel que l a o - A  I--> C( [ao [+[h  [) pour tout h dans A.) 

(H.7) 3C,,  m ' >  0 tels que ao--> C,(tkq0" pour ](x, ~r suffisamment grant 

(H.8) 3C2 > 0 V(a,/3) ~ N2"la~Ofa, (x, ~)l ~ C-~a,,(~b~P)-'/~ b i~l~p-I~t pc 

I(x, ~)1 suflisamment grand. 

Pour un tel symbole, on d6finit en suivant [9] un inverse formel et u 

puissance d'ordre s, s ~ C. 

(a ) Inverse [ormel 
On d6montre, comme dans [10], le rasultat suivant: 
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Pour tout A darts A, il existe b, E S;"f  "~ tel que 

{[(a - ~ ) | b, ] (x, ~:)} (X) -= 1 

b~ vdrifie 

(2.1 ]) 

avec 

OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS 

[b. (x, ~)] (X) = ~ XJb~.~ (x, ~) 
1~0 

(2.12) I "  " OeD~b~a (x, ~)1 <-N C~, o Ib,,a I(~b~)-"2~-I"l~0 -~l V/=>0 

77 

V(a , r  2. 

(2.15) 

[a"'(x, ~)1 (X) --- ~] X'a,.~ (x, ~) 

(2.14) a,.~ (x, ~) = ~ . A "bs., (x, ~:)dA 

of 1 F est un contour dans A, entourant ] - ~ , 0 ] ,  simple, et de classe C'  par 
morceaux. 

(ii) Pour k <-_Res < k  + l ( k E N )  

a m = a l k + O |  

a ~k)= a @ a  @ . . . |  
�9 ' v t 

k lois 

La proposition suivante permet de pr6ciser l'expression de a ")" 

PROPOSmON 3. On suppose vdri]ides les hypotheses (H.1) ~ (H.8). Alors, pour 

out s dans C, le symbole [ormel a ~') ddfini par (2.13), (2.14) et (2.15) appartient 
max(n; R e s ,  r n  'Re s),F 
ck,~ 

De plus, s i s  appartient d N, a ~s) coincide avec 

a @ a . . . @ a ,  

s fo i s  

avec 

(i) Pour Re s < 0 

(2.13) 

([3) Puissances complexes d 'un  symbole [ormel 

Sous les m6mes hypotheses sur a, et pour s E C, on d6finit la puissance s" de a 
comme 6rant ie symbole formel a m satisfaisant ~: 
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et a ~ ~ coincide avec l'inverse formel de a. 

Enfin, on peut dcrire (2.13) pour tout s E C, a~,~ satisfaisant fi: 

(2.16) 

{ ao., = a~, 
~ s ( s - 1 ) . . . ( s - k  + l) 

a,., = k ! dl.k (a )aU k 
k = l  

pour j >= 1, 

off d~,k est un polynbme inddpendant de s, fonction des termes a~ et de leurs d~rivdes, 

vdrifiant les estimations: 

(2.17) 

La d6monstration de cette proposition est analogue au calcul fait par D. 

Robert  [10], et B. Helffer-D. Robert  [7]. 

La proposition 2 n'est, dans ce cas, qu'un cas particulier de la proposition 3. 

m,F (b) 2 ~ ~tape. On consid6re maintenant un symbole a E S, . , ,  satisfaisanl 

encore h (H.7) et (H.8), mais on remplace l'hypoth~se (H.6) par: 

(H.6)' a,, est minor6 sur R" • R". 

II existe alors C > 0 tel que ao(x, ~) + C > 0 pour tout (x, ~) E R" • R". Le~ 

estimations annonc6es dans la proposition 2 d6coulent alors du lemme suivant: 

LEMME 4. Si b E S ,m~ satisfait au r~sultat de la proposition 4, il en est alors d 

m~me pour le symbole c = b + K, quelle que soit la constante K. 

DI~MONSTRATION DU LEMME 4. Pour s EN,  ~'~"- r ,__ ~,,,r et on peut 6crire: 

(2.18) [c"'(x, ~)](X) = ~ X'c,.s(x, ~). 
,~o 

Par ailleurs, on connait la forme des termes bj,s (x, ~) du d6veloppement de b~'~: 

bo,, (x, ~) = bi(x,  ~), 

b,.~(x,~)= s ( s -1 ) . . . ( s -k+l )  ~)bo (x,~) Vj>=I. 
k =, k ! [d,.k (b) ]  (x, , -k 

Le calcul de ds.k (b) montre que c'est une fonction de O~O~b, pour i +lot +/3 I 

1. bo n'intervient donc que par ses d6riv6es. On a donc: 

(2.19) dl.k (b) = dj,~ (c). 

De plus, on peut 6crire c ~~ = E~,=o ([)b(S-P)K p, d'ofi r o n  d6duit la forme de q.~ : 
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co., = 2 KPbo.s-p = ( b o + K )  S = ca, 

(2.20) 

2 (s 1. 
p ~0 

Pour  j _-> 1, en repor tan t  dans cl,, l 'expression de b~,~ p, en inversant  l 'ordre  des 

sommations ,  et en r emarquan t  que le produi t  ( s - p ) ( s - p -  1 ) . . .  

(s - p  - k + 1) est nul s i p  => s - k + 1, on obt ient  pour  cj,, la formule  (2.7). 

De  plus, l 'hypoth6se (2.9) et  l 'est imation (2.10) sont vdrifi6es pour  (b + K)  d6s 

qu'el les le sont pour  b. 

Le lemme est ainsi d6montr6.  

(c) 3 ~ &ape. Soit main tenant  a un symbole de "'~ S,.,,, et (x0, ~o) E R" x R". Soit 

X une fonct ion C ~ sur R ~ x R", ident ique h I dans un voisinage V de (x~, ~) ,  et 

nulle ~ l 'ext6r ieur  d 'un  voisinage W de (xo,~%) contenant  V. Soit d = 

xa  + (1 - ~,)b, ofa b e s t  une fonct ion C ~ sur R" • R" se compor tan t  pour  I(x, ~)l 
grand comme (~bq~)" (cf. [1] pour  l 'existence d 'une  telle fonction).  

Alors  d satisfait aux condit ions de la 2 ~ 6tape. 

On peut  donc  6crire: 

= Y', x'4.,  (x, 
1->[1 

avec 

(2.21) 2 s ( s - 1 ) " ' ( s - k + l )  
k = l  k! 4"k ( a )  ( a O ) s - k "  

En 6crivant (2.21) au point  (xo, ~:0) on obtient:  

d,.k ( gt )(xo, ~o) = 4.~ ( a )(xo, ~o), 

(rio) ~-~ (x0, ~:o) = aUk(x,,, ~,,). 

C o m m e  par  ailletirs les s6ries formelles  fi (x, ~:) et a (x, ~) coincident  en (xo, Go), 
on obt ient  pour  a la formule  (2.7), et  l 'est imation (2.8). 

Pour  les m6mes raisons, si I(xo, ~:o)1 est sut t isamment grand,  l 'hypoth6se (2.9) 

implique l 'est imation (2.10). 

La proposi t ion 2 est ainsi d6montr6e .  

IlL Fonction de plusieurs symboles formeis 

Pour  &udier  la r6gularit~ des termes S,, on va d6finir, en s ' inspirant de leur 

forme,  une fonct ion de plusieurs symboles formels.  Soit f satisfaisant 

�9 S 4~,q,. l 'hypoth~se (0.3), et  (a,),=x . . . .  v symboles formels  de la classe ,,.F 
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On suppose que les coefficients a'~ du d6veloppement de a '  satisfont 

l 'hypoth~se (2.9) sous la forme: 

(3.1)vj->0 V(~ , /3 )~N ~" 3 C , ~ > 0  IO~D~a;l<=C,o~la,,l(4,~)-"~ P~ 

pour I(x, s suffisamment grand, ofa la,,I = I(a1,,"" ", a,91. 

D~FINITION. Si o , - o  a~,,e~ (X) est le symbole formeI 6gal ~: 

(3.2) a tk-'~ = a~k,-'0 | . . .  @ atf o-'~ 

oh a~ k.-~,) est la puissance d'ordre ( k , - / , )  de a, (cf. II), on d6finit alors: 

f ( a , , ' " , a ~ ) =  ~ ~ l ~ _ , ( - 1 ) ' ( ~ ) { f " ' ( a o ) a ~ } ~ ) a t k - "  (3.3) 

oh on a not6 [t~)(ao)a~ le symbole formel associ6 naturellement ~ ce scalaire. 

La relation (3.3) d6finit bien un symbole formel. En effet, comme on va le voir 

dans la proposition suivante, il se produit un ph6nom~ne de cancellation, de telle 

sorte que le second membre de (3.3) s'exprime sous la forme E~oa1jX', o~t at. ~ 

est la somme d'un nombre fini N(j)  de termes. 

PROPOSITION 5. f ( a~," " ", a.) est un symbole formel appartenant a $ 7~ ~t"~'m'')'~, 
et son ddveloppement s'dcrit: 

(3.4) [[(a ' , . . . ,  a")(x,  ~?)] (X) = ~ X'a~., (x, ~) 
~>-_o 

oft les coefficients af,, sont donnds par: 

t a~.o = f(ao), 
(3.5) at,~ = (Vf(ao), a~), 

a~.,= ~ O,~f'~)(ao). 
Ik 1~[31/~1 

Les termes Dj.k sont des polyndmes [onctions des d~rivdes 0 ~D ~a;-, avec 0 <_ j <= j, 
a + [3 <-1, i = 1,. �9 z,, et vdri]iant les estimations suivantes: 

(3.6) Vj=>2 V(a,,t3)EN 2" 3 C j , , > 0  

tel que, pour }(x, ~)1 suffisamment grand, on air: 

l a~DfD, k (X, r = C,.~ I aolJkl(6~)-"24,-I"J~ -P~I. 
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DI~MONSTRATION. Cette proposition d6coule/~ la fois de l'6tude formelle faite 

au paragraphe pr4c6dent, et d'un ph6nom6ne de cancellation que l'on ddmontre 

grfice / t un  lemme 6tabli par R. S. Strichartz [12]. 
On peut dcrire: 

(3.7) 

avec 

(3.8) 

o6 

[f<~'(a,,)a[,| a'~-'l(X) = ~ X%,; 
/ ' - ( J  

gk.,.;= ~ 1 1 2) {3~D,[f  (a,,)a,,]}[O~D:a~_,,] 
. _ ,o+ . r+ ,= ;o . ! ,8 ! (~ ' ) !~ , ' ( - - '~ .~ l  '~ ~ .<, , 

ak ~., d6signe la ie composante du symbole formel a ~ -~=  

(a~Yk'-~~174 "'" | (a,) (k~-~ g~.t.i est un polyn6me en l de degr6 inf6rieur ou 6gal/t 

Or R. S. Strichartz [12] 6nonce le lemme suivant: 

LEMME 6 (Strichartz). Soit q un polyn6me en u variables de degrd strictement 
inf&ieur d J6 I. Alors Z ~  ( -  1)*(~)q(y)=0. 

On d6duit alors du lemme 6 que la somme (3.3) dOfinissant f ( a l , ' " , a ~ )  
s'6crit: 

t 
[ f ( a , . . . . ,  a.)(x, f)](X) = ~ S, ix, f )(X) 

(3.9) 
avec lS , ( x , f ) ] (X )= j  : ,  "i i '<=~ 

En effet: E,~k (-- 1)'(~)qk.~.i(x, ~) = 0 Vk :1 k I> 
(3.9) permet alors d'exprimer at,: 

i ~ , l ~ " ( - l Y \ l ] a - ! ! ~ !  (2) ( kl=< ~: OeD~[f (a)ao]O~D~ak-,.,. as., = 
2 t c , + f l l + ~ = #  _ I<=k 

(3.1o) 

Les premiers termes se calculent directement ~ l'aide de (3.10), et ce calcul 

conduit aux formules annonc6es dans la proposition 5. 

Pour j _-> 2, on ordonne les termes de (3.10) suivant les d6riv6es f(k'~(a,), t k'l  
variant de 0 ~ [3j/2]. 

On obtient ainsi l'expression annonc6e en (3.5), oh D~k ne d6pend que des 

termes (aj),=~.. .... ,~o et de leurs d6riv6es. 

Pour achever la d6monstration de la proposition 5, il reste ~t vOrifier 

l 'estimation (3.6), ce qui se fait ais6ment en contrflant les diff&ents termes 
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composant D,~ et en remarquant que ak-L,, i ~ composante d'un symbole de 

S T M  v6rifie: 

(3.11) laiDlaw-,. ,  I <-- C~k { aol/kl-1'l(4,~o)-'/z~b-tolq~-l~l. 

Application h l 'dtude des termes S, 

Revenons alors h S,  que l'on a d6fini en (1.6), et que l'on retrouve ici comme 

symbole associ6 au symbole formel [S, (x, ~)] (X). Alors: 

(3.12) S, = ~ ~ ~ .  ~ ( -  1)' gk,,,i 
Ikl=l lkl_--<! I ~ k  

et on a gkJ.; E S"~  ~ . . . .  "~-;~: �9 ~ 

On en d6duit alors, pour ]>-_lkl=], Ss~S"~?~ "~'m''~-'/~, ce qui est bien le 

r&ultat annonc6. 

IV. Estimation du reste 

Ru est d6fini par lin6arit6 et continuit6 par ses valeurs RM,jq~' sur la base de 

fonctions propres (~o')j E N. On va, dans un premier temps, 6noncer 2 lemmes 

permettant de voir ce qu'il faut exiger de RM.~q~ ~ pour que R~ ait la r6gularit6 

annonc6e. 

(1 ~ Deux  lemmes 

On v6rifie ais6ment le lemme suivant: 

LEMME 7. S o i t H ~ . , = S p { u ; u = A v a v e c v E L Z e t A E . ~ , 4 / . ~ } l ' e s p a c e d d f i n i  

par R.  BeaIs [ 1], ~?~.~ ~tant l" espace des op~rateurs ayant  teur symbole darts S ;.~. 

Par ailleurs, on d~finit pour s >-_ 0 : E ~ = D [ ( I  + Q),/2,~], ot~ O = E7~I P[, que 

l 'on munit  de la norme du graphe, et pour s < 0: E ~ = Im[(I + O) -"2" ] dual  de 

E -~. ( I  + O )  ~/2" est alors un isomorphisme de E" sur L 2, et on a l e s  inclusions 

alg~briques et topologiques : 

Hk~  ~--> E" ~ "**,~r'r'm'/m s i s  >->_ O, 

H~'/"c--~ r~ ~--" H~ si s < O. r  - -  L ,  - -  , 1 , . ~  

Grfice au lemme 7, on a construit une chaine d'espaces s'emboftant dans les 

espaces H~.,. Pour d6montrer le r&ultat annonc~, il suffit donc de prouver: 

(4.1) V N ~ N  3 M :  R M ~ ( E - N , E ~ ) .  

E ~ est muni de la norme du graphe: 

(4.2) Ilu {1~ ~ ~'~ (1 + {A' I:) ~'" Jaff)l ~ 
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ot~ u E 5e', a q )  = (u, @'), le crochet d6signant la dualit6 (6e', .9~ En particulier, 

il existe des constantes C,, C2 > 0 telles que: 

(4.3) C,(1 + I k'[~) " ~  <-II'p' II, - (22(1 + l k '  [2)~/z,,. 

Le lemme suivant, dfi/a R. Strichartz, 6nonce une condit ion suifisante pour avoir 

(4.1): 

LEMME 8 (R. Strichartz [12]). Soit (T,),~N une famille d'op6rateurs envoyant 

6e'(R") dans 6e'(R"). On suppose qu 'il existe C et s positi[s ind6pendants de j, tels 

que : 

(4.4) II :r,~' II, -< c II,p' II-, vy ~ N. 

Soit u une combinaison lindaire finie de fonctions propres: u = Y.,~N a ( j ) r  avec 

a (j) = 0 saul pour un hombre fini d'indices j. 

On d6finit Tu par: 

(4.5) Tu = Y~ aq)T ,v ' .  
IEN 

Alors T se prolonge en un opdrateur lin6aire continu de E -'+'. dans E ~-~,,, of~ jo est 

un rdel quelconque sup6rieur strictement ~ 2n, c'est-~-dire que l'on a: 

(4.6) =IC > 0 :  IITull,_,o<-Cllull_,+~. 

(2 ~ Il s'agit maintenant de prouver (4.4) pour RM 

On va tout  d 'abord  supposer que les op6rateurs sont tous d 'ordre  �88 Puis on va 

se ramener  h ce cas lb. 

(a) m = 

(i) En suivant R. Strichartz, on pose: 

f ,~, [ao [x+y \ 2 ' ~ ) + t ( k ' - a ~  '~ ) ) ]  

(4.7) O'k., (X, ~r = [ 2  ]x 
1 + ( k  ~ -- a G) 2 

I= l  

o6 K est un entier  que l 'on choisira ult6rieurement.  

LEMME 9. Pour I k [ > c,/:-jkl/2 oa = r, on peut trouver K E N tel que trkj U ~,~,,.~, 

~bl = ~b[~b~] - '4 et ~, = ~[~b~o] -1/4 sont encore des [onctions poids satis[aisant ?t 

(H2). 

Plus pr~cis~ment, on a l'estimation suivante : 



84 A . M .  C H A R B O N N E L  Isr. J. Math .  

(4.8) : i C ~  > 0: lOUD'o% I <- Cko~ ((b,~o,)~'-1~l)/2~bll~lq~lm, 

off Cko~ est ind~pendant de j e t  de t E [0, 1]. 

DI~MONSTRATION. On peut 6crire: 

[( t o , n + r ~ t , ,  " t ( M - a , ) ) x O [ ' D ~ "  1+  (A]-a~,) 2 Or ~ 0 ~ . , ~  ~ . , , .  

(4.9) "+~+~,=~ . . . . .  ' 

On va montrer  successivement que l 'on a: 

(4.10) :IC~,~ > 0, ind6pendant  de j e t  de t E [0, 1] tel que: 

l a~D~f'~'(a,, + t ( k '  - a,,))l ~ G , ,  (~b,q~,)"-I~l'/~b ;tvl[1 + l k '  - a,,I] I~1-' 

et 

(4.11) 3CkK,.~, > 0, ind~pendant  de 1, tel que: 

O~ ~' 1+  (k ' , -a ; , )  2 < G~,,,8,~b]-J"mq~-Js't(1 + Ik '  - ao 
i = 1  

Alors,  en fixant K _-> ~([ k I - r ) ,  on en d6duira le lemme 9. 

Pour  prouver  (4.10) on 6crit: 

O[D~f(~)(ao + t (k  ' - a,,)) 

(4.12) = ~ (1 - t)l'mf'k+')(a,, + t (h '  - ao))O'[,,D~,,al, x . . .  
3tll + +'Y~I = ~  
Oil i + - - . + ~ v l ~ = ~  

1 ~l/ l_-<l~yl+' lal 

3 * ,  1 ~ l  I u ~ y l ~ 5 1  v X O~'v~tll"~ttl~'Xjx orO Av . " " • ae ~ Dx ~ a o •  �9 �9 �9 x ae~LJ/~ao. 

Compte  tenu de l 'hypoth~se (0.3), on d6duit de (4.12) l 'estimation: 

l o~o~f'~)(ao+ t(,~' - ao))] <= C ~  ~ (1 + [a,,+ t(k - ao)l)'-I~l-I'llaolm'ld,-mq, -I'1. 
Itl_-<lvl+[,~l 

(4.13) 

On utilise alors l'in6galit~ de Peetre pour obtenir:  

I ~ D : f k ~ ( a o  + t ( k '  - a o ) ) l  <= C ~  (I + I a~I)~-I~(I + I k '  - a,lYkl-" laotl'lch-I~l~ -I'1. 

(4.14) 

En utilisant le fait que 

(4.15) taol--  C(4,,P )"4 = C( 4','P,) ''~ 

et en remarquant  que l 'on a la majorat ion 
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(4.16) (~r !"!r 6,1~'!r -!~! pour Ill_-<l- l+lal 

(puisque (be => 1), on d6duit alors (4.10) de (4.14). 
L'estimation (4.11) se d6montre de manibre analogue. 

(ii) 

(4.17) 

Etudions ators R~ .  R~., est rop4rateur  associ6 au symbole de Weyt: 

r ~ . l ( X , ~ ) = M  - _ l + ~ ( h ' , - a ; , )  ~ (~' a,,)~(1 t)~4dt. 

On peut regrouper les termes en A' et les 6crire sous la forme: 

(4.18) ~ G , ( A ' - a o )  " =  ~ c~ ~ ( -1 )~  ( ~ ) a ~ ( A ' )  '~-~' 
y~'k k~y ,5~y 

!',/!<2K+M 

off l'on va utiliser encore: 

(A,y~ ~)~ol = p(~ 8)r 

(avec les conventions faites dans le paragraphe pr6c6dent). 

Cela conduit ~ 6crire RM., comme op6rateur dont le symbole de Weyl est: 

(4.19) rM,i = M I �9 ~_->k ~ 

off # d6signe la composition des symboles de Weyl. 

En ddveloppant l'expression de a ~ #  a ( ' -% on obtient ?M.I sous Ia forme: 

- = - -  O ~ D . ( o % a < , )  
, k p = .  k !  �9 13. I y~k  8<-7 ]a+131<M, Ol I | 

(4.20) 
x OfD~(a ~ ~ ) d t  + z~M,.,. 

On va alors prouver que ?~q v6rifie le lemrne suivant: 

LEMME 10. fM., appartient fi c ~/4 d~s que M est choisi sup&ieur f ir .  

Plus pr6cis6ment, on a l 'est imation : 

V(a, 13)EEN 2" 3CM~o>O telque,  V j E N ,  V ( x , s ~ ) E R " x R " :  

I a ~_DffM., I <= CM.~ (dp, ~ , ) - M / 4 ~ )  ; Io t ]~  l t f l l  ~ 

C M . ~  ~tant ind6pendant de j .  

DEMONSTRATION. Les termes qui contribuent ?a (4.20) v6rifient: 

(4.21) I <~ j <' ~ ~ O ~_D. [ 3 ~D,tr, . ,a.  x 3fD~a( '- '~]  l <-<_ C,~M.(q~,r 71"Jr ?lel. 
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En effet, on v6rifie facilement I'estimation: 

O ,Dx  (O~D~(o'k,a~) • a~D:a  '~' ~')l < C,~o~a (6,r - -" 

(4.22) 

D'autre part, on a encore un ph6nom~ne de cancellation: En ettet, la somme 

(112)J~'J ( - 112.) !'3J 
Th=' ~ a!  /3! (a~D~crk'a~t~n~"'~-~n- - "s~"-~'-" x" s 

est un polyn6me de degr6 2[a +/3[en 8, que l'on note Pi(a), et donc la somme 

qui figure dans (4.20): 

8<y 

est nulle pour tou t  7 tel  que 21a +/31 < 13' I. 
En utilisant alors dans (4.22) que l'on a 13' t -< 21a +/3 I, on obtient exactement 

(4.21). 

Grace au ph6nom~ne de cancellation, on peut r66crire r\,., sous la forme: 

r~.,=M ~ _ )M 2 ~, ( - I )  ~ Tj.,dt+rM.M., 
[k[=M } CI<_~=M. &~'y 

,v[~2 I" 

(4.23) 
.y__, I ' (1  - t)" 

Iv!z2i 

(Vn effet on a M=IkI<-IVI<=2i.) 
T,:,. appartient ~ S v-u-i~/2,,,~, d'apr6s (4.21), les majorations des semi-normes 

correspondantes 6tant ind6pendantes de j. 

On en d6duit alors que la somme apparaissant dans ~,.~ appartient & 

S,/_. M/_,-~,4 et donc& S -M/4 si M > r, les semi-normes 6tant encore major6es par 

des constantes ind6pendantes de j. 

Pour estimer ~'~M'., on remarque que o'k.,a~,~S ''-~/'-§162 , les semi-normes 

6tant major6es par des constantes ind6pendantes de 1. et a ~ - ~  r !~u/-~ a~,~.~ 
~(r- &f +~y])/2 A+f" d'apr~s la continuit6 de la Ioi de composition, z~,.M..~ appartient ~ ,.,,,.~, ' 

ies semi-normes correspondantes &ant major6es par des constantes 

ind6pendantes de j. Par ailleurs, on a t3' [ =< 2K + M, et K pouvant 6tre choisi 

6gal h M/2  ou (M + 1)/2 est major6 par M. On en d6duit que z~M,., appartient 

S ('-~>n+~+Mn-~',,.., , donc ~ ~,,.,,'~-~'/~ st" M est choisi sup6rieur ~ r e t  M' sup6rieur ~ 2M, 

les semi-normes 6tant major6es par des constantes ind6pendantes de j. La 

d6monstration du lemme 10 est ainsi achev6e. Alors, il r6sulte des th6or~mes de 
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continuit6 dans les espaces H~,. que pour tout s E R, il existe une constante C.M 

ind6pendante de j telle que 

(4.24) [I ~M.,~o' H . . . . .  <- CsM }1 ~'  }IH; .... 
~1 v , i  - -  

Comme ( I +  0 )  '/-'" = ( I +  Q)-~' est un op6rateur pseudoditt6rentiel dont le 
2~  symbole appartient • S,,~,, on d6duit du lemme 7 les inclusions alg6briques et 

topoiogiques: 

f~_z2, ~_~,,._~t4-.,t4m') si s >0 ,  

(4.25) / ~ 2 . 4 , ~ ' ) ~  I=, ~ - ' .  s i s  <0 .  
k . l l ~ l , ~  I - -  . l i ., I A  ~ l , ~  1 

On d6duit de (4.24) et (4.25) l'existence d'une constante C.M, > 0, ind6pendante 

de j, telle que: 

II --< C;M II,p' I1,,=. 

Pour tout s > 0, il existe donc M tel que fM,, v6rifie (4.4). Le lemme 8 permet 

alors de conclure. 

(b) Cas g~n&al 

Si les op~rateurs P, sont d 'ordre m, on 6crit f ( P j , . . . , P ~ )  sous la forme 

f [ ( i  + O).-4,.~/8,.p,,.. ", (I  + O)O ~,.)/~,.p.] oh (I  + O).-4.,~/~,. est un op4rateur 

pseudodiff6rentiel d'aprhs [9], et oh f v6rifie encore (0.3). f (Pt ,"  �9 ", P.)  est donc 
un op4rateur pseudoditI6rentiel dont le symbole admet un d6veloppement 

asymptotique sous la forme Ej_~. at.,, les at. , v6rifiant les relations (0.7) (avec f e t  

En r46crivant dans at. ~ les d6riv6es t{k~(&,) ~ l'aide des f~h~(a,,), on obtient 
n6cessairement pour ah la forme annonc6e en (0.7) avec f e t  p. 

REMAROUE 1. I1 r6sulte facilement de ce qui pr4chde que, si a; est homogbne 

de degr4 2m - j ,  et si f est homog6ne de degr4 r, alors Dih(p ) est homog~ne de 

degr6 (2m IhJ-j), et donc at, , est homoghne de degr6 2 m r - j .  

REMAROUE 2. Supposons qu'il existe des entiers k et l, ->1, tels que 
Vi = 1 , . . . ,  u, Vj E N ,  on ait: 

a;(P kx, O'~) = p2,, 'aj(x, ~) 

pour tout O > 0 et tout (x, ~) dans R ~" \{0}. (aj est "quasi-homog~ne" de degr6 
2m - j . )  

Alors, Djh (p) peut 4tre choisi quasi-homoghne de degr6 2m I h { - j ,  et, si f e s t  

homoghne de degr6 r, ar.~ est quasi-homoghne de degr4 2 m r - j .  
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REMARQUE 3. Le r6sultat de la remarque 2 subsiste si on fait seulement s u r f  

l 'hypoth~se suivante: 

f ( z )  = f , ( z ) +  f~_ , ( z )+""  + f~-M(z)+ GM(z) 

off f,-~ est homogbne de degr6 r - j ,  et off GM v6rifie: 

[G~(z)[<=C~,( l  + z),  ~ , ,ol. 

RZrdAROUE 4. Dans [3] on 6tudie le comportement  asymptotique de A. 

V. Application 

THI~ORI~ME 2. On suppose v&ifi~es les hypotheses (H,) h (Hs), et on ddsigne 

par F u n  cfne de sommet 0 contenant l'adhdrence de l'image du symbole 

principal joint ao = (a ~, . . ., a ~). 

soit C un c6ne fermd de R v, de sommet O, tel que C n F = {0}. Alors C n A est 

fini. 

DEMONSTRATION. C et F sont deux ferm6s de Rh Leurs intersections avec la 

sphbre unit6 S sont des compacts disjoints que l'on peut s6parer par une 

fonction /~ C ~ sur S, 6gale h 0 sur C O S  et h 1 sur F AS. En posant: 

f~(z) = f(z /[  z [), on d6finit alors sur 1~ ~ une fonction f~, homog6ne de degr6 0, 

C ~ sur W, 6gale a 0 sur C et ~ 1 sur F. 

On note f une fonction 6gale ~ f~ ~ l 'ext6rieur d'un voisinage V de 0 et C ~ sur 

R ~ tout entier. 

On d6duit alors du th6or~me 1 et de l 'hypoth6se (n3) que ~ = f ( P , , "  ", P,) 

est un op6rateur pseudodiff6rentiel dont le symbole principal f(ao) vaut 1 pour 

I(x,s suffisamment grand. Soit alors F l e  sous-espace ferm6 de L2(R ") 

engendr6 par l 'ensemble {q~'; h '  E C'  n A}, off C'  = C N CV. Soit u E F. 

On peut 6crire: 

u = ~  u,q~', avec u~ = 0  si h ' ~  C'  

et 

~u  = ~ u , f (h ' ) r  = 0 puisque /ic' = 0. 

On d6duit alors de [1] que u est dans 9 ~ 

F est donc un sous-espace alg6brique de E ' .  Comme l'injection de E '  dans 

L2(R ") est compacte, et que celle de F dans L 2(R") est continue, l 'injection de F 

dans E 1 est 6galement continue, et donc celle de F dans L2(R ") est compacte. 
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C o m m e  F es t  u n  s o u s - e s p a c e  f e r m 6  d e  L 2 ( R " ) ,  sa  b o u l e  u n i t 6  e s t  c o m p a z t e  e t  F 

e s t  d e  d i m e n s i o n  f in ie ,  ce  qu i  p r o u v e  q u e  A D C ' ,  e t  d o n c  auss i  A f3 C, e s t  u n e  

p a r t i e  f in ie  d e  A. 
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