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ABSTRACT

We study a C* functional calculus with several variables fo1 v pseudodifferen-
tial operators P,,---, P, in R*. When f is a function belonging to the class

S; o(R*) of Hormander, we prove that, under some conditions, f(P,,---,P,)is a
pseudodifferential operator, and we give an asymptotic formula for its symbol.

Introduction

Dans [4], Y. Colin de Verdiére étudie le comportement asymptotique du
spectre conjoint de plusieurs opérateurs pseudodifférentiels commutant deux a
deux, opérant sur une variété compacte. Lors de cette étude, il utilise de maniére
essentielle le calcul fonctionnel établi dans ce cadre par R. S. Strichartz [12].
Dans [3] on établit, pour des opérateurs pseudodifférentiels opérant dans R", un
résultat analogue a celui de [4], en reprenant la méthode de Y. Colin de
Verdiere. On est donc amené a établir un calcul fonctionnel pour ce type
d’opérateurs. La nature des fonctions utilisées (qui peuvent étre des fonctions de
troncature, comme dans le théoréme 2) conduit 4 fonder ce calcul sur les
propriétés spectrales des opérateurs, le calcul fonctionnel holomorphe ne
pouvant évidemment pas s’appliquer.

Les opérateurs dont on étudie dans [3] le' spectre conjoint sont du type
suivant:

ExempLE 1.

__Rr 2
Pl(x,D,)— —EA'FIJC, ,

Py(x,D,) =% (x 9 d ) ol x = (xy, X2, %;) ER’.

S —x, =
Yax, 7 oax,
Received November 19, 1981 and in revised form February 15, 1982

69



70 A. M. CHARBONNEL Isr. J. Math.

P, est Poscillateur harmonique, et iP, le générateur infinitésimal du groupe des
rotations par rapport & Ox.

En mécanique quantique, I’étude du spectre conjoint de P, et P, permet de
faire une classification des états de la particule (cf. par exemple A. Messiah,
Mécanique quantique, tome 2, Dunod, 1972).

EXEMPLE 2.

P;(x,D,)= - 3,2,',‘+xf'
ol x = (x5, x;) ER’.

Pyx,D,)= — 3%+ x3

Les opérateurs de ce type notamment I'oscillateur anharmonique: — 9%/9x>+
ax®+ Bx*, interviennent en physique. On peut se référer par exemple a A.
Voros [13], ou & B. Simon (Coupling constants for the anharmonic oscillator, Ann.
Phys. 58.76.136 (1970)).

Le contexte de notre étude est le suivant:

On se donne » opérateurs pseudodiftérentiels sur R", soit (P,),-,......, commut-
ant 2 4 2 et symétriques, définis par des symboles de Weyl (P, )i-1...., qui vérifient
les hypothéses suivantes:

(H.1) p. €53,

ou S5, désigne la classe des symboles d’ordre m € R par rapport 4 un couple de
fonctions poids (¢, ¢) vérifiant les conditions de R. Beals [1] et de L. Hormander
[8], et la condition suivante:

(H.2) 1l existe des constantes Co, Ci, 8o, 8, >0 telles que:
Col+|x|+[E?=d(x,€), e E=C(+|x|+[£D™

On suppose aussi que le symbole q de 'opérateur Q défini par:
0.1) Q=3P
vérifie la condition:

(H.3) 11 existe m':0<m’'=m, et des constantes C, C'> 0, tels que:

q(x, &)= C(de)™  pourtout (x,£) ER*™ telque|(x, &)|= C".

Enfin les symboles p; vérifient 'estimation:

(H.4) V(a, B)EN?, AC.s >0, Vi=1,---

|3:Dpi(x, &)|= Cuplq ¢ o™ pour|(x, £)| suffisamment grand.
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Sous les hypotheéses précédentes, Q admet une unique réalisation auto-
adjointe dans L*R"), et (I + Q) est d’inverse compact. Q posséde donc un
spectre composé d’une suite croissante de valeurs propres tendant vers + «, et il
existe dans L*(R") une base orthonormale composée de fonctions propres de Q.
Alors, comme les opérateurs P, commutent entre eux et avec Q, on peut trouver
une base (¢’),en de L*(R") composée de fonctions propres communes aux
opérateurs P, et Q. On définit le spectre joint (cf. [4]) des opérateurs P,,---, P,
comme étant la partie A de R* vérifiant:

0.2) A=A =) ., ER;ITEN: P’ =\’ Yi=1, -, v}.
On notera A’ le v-uplet de valeurs propres correspondant a la fonction ¢’. Soit

alors f une fonction appartenant a la classe s{¢(R”) de L. Hérmander, avec
r €R, i.e., satisfaisant a la condition:

0.3) [f>()|=C.A+|z])y ™, Vz ER’, Va EN".
On définit, et 'on note f(P;, - - -, P, ), un opérateur non borné dans L*R") par:
©0.4) (P, P)e" = f(Ad, -+, A)e! Vj EN.

f(Py,- -+, P,) a pour domaine:
05) DIf(P,+ P =fu =3, ue’ €LR); 3 lufanp < +a)

JEN

On se propose de démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 1. Sous les hypotheses ci-dessus, f(P,,---, P,) est un opérateur
pseudodifférentiel, d’ordre rm si r est positif, m'r si r est négatif, par rapport au
couple, i.e., dont le symbole appartient a S5 ™™,

De plus, sous I’ hypothése

(H.5) p. admét un développement asymptotique p, ~Z,=0a; ot a)€ Si3,"”

L4

le symbole a; de f(Py,- -, P,) admet un développement asymptotique sous la
forme:

(0.6) af ~ 20 af,j avec af,i (= S:;x(mr,mv)—)ﬂ'
1=

On peut alors préciser la forme des composantes :

as0 = f(ao)

©7) 4, =((Vf)(ao), a:)
@ = 2 Du(p)f*(as)

|k |<[3)/2]
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ou p désigne le symbole total joint des opérateurs P, : p = (p.,- - -, p.), ao désigne le
symbole principal joint: a,=(aq, " - -, as), et Dy (p) est un polynéme fonction des
a, et de leurs dérivées, indépendant de f, et vérifiant I’estimation:

(0.8) |0¢DED,. (p)| = Cios | ao["(p0) "7l 71,

REMARQUE 1. Un cas particulier important de "hypothése (H.5) est celui ol
les symboles p; admettent un développement en composantes “homogenes”,
ie,Vi=1,---,v, VEN, on a:

0.9 alpx,p€)=p™"a)x,£) Vp>0, VY(x,{)ER™ {0},

qui correspond 2 ¢(x, €)= d(x, &) =1+]|x|+]£].

REMARQUE 2. On peut remarquer que, a un opérateur a noyau dans ¢ (R*")
prés, 'opérateur f(Py,- - -, P,) ne dépend que des valeurs de f sur un voisinage
de I'image du symbole principal joint a,.

Un calcul fonctionnel pour des opérateurs pseudodifférentiels sur une variété
compacte a été fait par R. Strichartz [12]. On reprend ici sa méthode.

Par ailleurs, D. Robert [10] étudie la fonction d’opérateurs f[A (h)] lorsque f
est un symbole de la classe Sio(R), et A(h) un opérateur pseudodifférentiel
dépendant d’un paramétre h. (B. Helffer et D. Robert avaient étudié dans [7] le
cas olt f(z)=2z° avec s ER.) En donnant & h la valeur 1, on a un calcul
fonctionnel pour un opérateur pseudodifférentiel dans R" sur lequel on s’appui-
era dans ce qui suit. En particulier, les formules (0.7) exprimant les composantes
du développement asymptotique du symbole a;, plus précises que celles que
donne R. Strichartz [12], sont une généralisation de celles qu’obtient D. Robert
dans [10].

Le plan de notre étude est le suivant: Dans une premiére partie, on exprime,
par la formule de Taylor, le symbole de Weyl a; de f(P,,- - -, P,) sous la forme
d’une somme finie de termes S; et d’un reste Ry. Dans une seconde partie, on
définit une notion de “symbole formel” (cf. L. Boutet de Monvel - P. Kree [2]),
et on établit un calcul fonctionnel sur ces symboles destiné a4 permettre I'étude
des termes S;. On y démontre en particulier une expression du symbole de a®,
puissance s° de a, ot a est un symbole formel et s un entier, correspondant a
celle obtenue par D. Robert [10], qui sera utile pour obtenir au paragraphe
suivant les composantes a;;. On achéve alors la démonstration du théoréme 1 en
estimant le reste Ry. Enfin, dans une derniére partie, on donne une application
directe du théoréeme 1 a I’étude de A.
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REMARQUE. Il est possible de considérer des opérateurs p, d’ordres
différents, soit m,, - - -, m,, en supposant que ces ordres satisfont a la condition

(cf. [12]):

JER: s=LEN Vi=l,--»

{

On se ramene au cas étudié ci-dessus en faisant les hypothéses (H;) et (H,) non
plus sur Q = 2y, P?, mais sur Q =Z/., P2

1. Présentation du probléme

On suit la technique de R. Strichartz [12].
A Tl'aide de la transformée de Fourier, on écrit:

(L) Py P o] )= @ [ €980 () )y

En développant f suivant la formule de Taylor au point a.(3(x +y), &), oil
ao=(as, -, ay), on obtient:

(P, P)e' ] (x) =

PRy P ) (W) R

(1.2) +N'k,2=N% e {ao (igl , g) +t [A‘ —ap (%X ; f)]}

X (,\‘ —ay (%X,g*))k Q- ) (y)didyd§

{ou on note dy=(2m)™"dy).
Appliquons la formule du bindme a (A’ — ao)*:

13) (A —apk = IZ’( (-1) (’;) (A)as  avecap=(ad)rx---X(ad)"

ot I =k signific L=k Vi=1,---,v et o ())=k!/ll(k~1)! avec a!=
al - -a!si a =(a,"*, @) et écrivons

1.4) (A )t =P lp! avec P*™' = Pfihio Phaho oo PR

Nous obtenons alors f(Py,- -, P,) sous la forme:

Z

1
(1.5) f(Py,-+-,P)= 24 opS, + Ry
1

4
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avec

(1.6) $=Zag 0 ([utexasp

kl=y

ou # désigne la composition des symboles de Weyl, p est le symbole total de
(Pi,-- P.yp=(p1:--.p) et pEV=piag...#pk ) avec

Pl =p e #p,
N e S

(k, = 1) fors
On va prouver les points suivants:
(1) S, & Spypmme
(i) YNENIM Ry € L(H(R"), H (R")) ol H}(R") est 'espace défini
pour s ER par R. Beals |1].
L’assertion (i) est une conséquence du calcul formel que l'on va faire

maintenant.

II. Calcul formel

X étant une indéterminée, et (x, £) un point de R" X R", on appelle *‘symbole
formel” toute fonction a de R" X R" dans C[[X]] s’écrivant sous la forme:

@1) la(x O1C0 = 2, X'a,(x.£)

ol les fonctions a, sont C~ sur un ouvert 1 de R” XR" 2 valeurs dans C e
vérifient:

|a()' = C()((b(,D)m, me R,
22

|95D%a, (x,£)| = Cup (d0)" "7l VjZ0, W(a.B)EN" XN

(¢, ¢) étant un couple de fonctions poids satisfaisant a (H.).
On note S5, 'ensemble des symboles formels satisfaisant a (2.1) et (2.2).
Remarquons d’abord que I’on peut toujours associer au symbole total p, de i
un symbole formel de S;%. Les principales correspondances sont les suivantes:
(8) P—a':ai=p,a,=0Vjz1l
(b) Si on fait sur p, 'hypothése suivante:

{ 3176 et pi tels que p, = po+ pi
avec Vj =(,1 V(“,B)ENZ" acaﬁ >0:

|0:D%p;| = Ca (P0)" 7l ¥
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on associe alors a p, le symbole formel a* défini par:
as=po ai=pi, a,=0 Vi=2.

(c) Enfin, si on suppose que les symboles p, sont des symboles classiques
admettant un développement asymptotique en composantes homogénes, i.e.:

p.~2 a.

IED)

il est alors naturel d’associer & p, le symbole formel a, défini par:

la. (x, O1X) =D X'al(x, £).

=0
Nous allons maintenant établir des regles de calcul pour les symboles de S7.

(1°) Composition des symboles formels
Si a et b sont deux symboles formels, le premier dans S;:;F, le second dans
§=", on définit le composé ¢ =a@ b de la fagon suivante:

(23) [(a@b)(x. ))(X) = 2 X'¢,(x.£)

avec

11
o+ +i+k=; al B !

(€] ¢(x, &)= ()"(—)*(35D%ax)(9¢Db).

En particulier, on a:

co = auby,
2.5)

¢, =aby+anb,.
On obtient facilement le résultat suivant:
ProposiTiON 1. La loi @ envoie S"x S7=F dans S7'vmF,
33 b bup

(2°) Puissance d’ordre s d’un symbole formel
Soit a € 8757, et s EN. On désigne par a® le composé:
a(\)za@a@-..@a

k_.__ﬂ’——l
s fois

D’aprés (1°), a“’ est un symbole formel de S7%F dont on écrit le
développement sous la forme:
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(2.6) [a“x, E))(X) = Z X'a;. (x, £).

Le but de ce qui suit est la démonstration de la proposition suivante:

ProPosITION 2. Soit a € S5f et s € N. Alors les coefficients du développemer
(2.6) de a® sont donnés par les formules:

a(),s = a(s)

oos(s=1)- (s ~k+1
a},s =k2=[ S(s ) k(!s Jdi.k (a)a(sl_ka ]Zl,

ou dx est un polynéme indépendant de s, fonction des termes a, et de leurs dérivée.
vérifiant les estimations:

2.8) |0208dk(a)] = Cus ()™ 277V,

@.7)

De plus, si a vérifie

(29) 3B,€ ST (R XR"):[3¢D%a,(x, £)| = Cus | Bol(p) ¢ "1™
pour {(x, )| suffisamment grand, alors (2.8) devient:

(2.10) [8862d, ()| = Gas | Bol“(d) "™

pour tout (x, £) tel que |(x, &) soit suffisamment grand.

DEMONSTRATION.  On pourrait penser que la méthode la plus directe consic
a utiliser les formules (2.5) et a faire une récurrence sur s. En fait, il ne semb
pas que cela soit aisé, et on va utiliser une tout autre démarche, et faire cet
démonstration en trois étapes:

(a) On commence par démontrer la proposition 2 dans le cas ol le symbc
considéré a satisfait en plus aux hypotheses suivantes:

(H.6) 3Cy: ao(x, £)> ¢co>0Y(x, £). (1l existe alors un secteur A, voisinage
]—=,0] dans C, tel que |ao— A |= C({ao|+{A{) pour tout A dans A.)

(H.7) 3C,, m’>0 tels que ao= Cy(¢pp)™ pour |(x, £)| suffisamment granc

(H.8) 3C,>0 V(a, B)EN"|3:D%a, (x, &)| = Cusao(dp) "¢ o ®  pc
{(x, £)| suffisamment grand.

Pour un tel symbole, on définit en suivant [9] un inverse formel et u
puissance d’ordre s,s € C.

(a) Inverse formel
On démontre, comme dans {10], le résultat suivant:
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Pour tout A dans A, il existe b, € S;7 " tel que

{lla~1)@b](x, OHX)=1

b, vérifie

(2.11) [by (x, ONX) = 2 Xb,, (x, £)
avec
(2.12)  |9¢DEb, (%, £)| = Cug | boa [ ($0) 20 #! VjZ0 V(a,B)EN.

(B) Puissances complexes d’un symbole formel

Sous les mémes hypothéses sur a, et pour s € C, on définit la puissance s¢ de a
comme étant le symbole formel a'® satisfaisant a:

(i) Pour Res <0

(2.13) [a®(x, £)1(X) = 2 X'a, (x, £)
avee

i
(2.14) s (%, §) =5~ f[ - ATha (x, £)dA

ou I' est un contour dans A, entourant ]—,0], simple, et de classe C' par
MOorceaux.

(i) Pour k =Res <k +1 (k €N)

(2.15) a(s)za(kﬂ)@av(kﬂ)
i
a(k):a@a@...@a
———
k fois

La proposition suivante permet de préciser ’expression de a‘:

PROPOSITION 3.  On suppose vérifies les hypothéses (H.1) a (H.8). Alors, pour
out s dans C, le symbole formel a*’ défini par (2.13), (2.14) et (2.15) appartient a

~max(m Res,m'Res),F
b .

De plus, si s appartient a N, a* coincide avec

aPa --Pa,
_W__J
s fois
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et a“" coincide avec ’inverse formel de a.
Enfin, on peut écrire (2.13) pour tout s €C, a,, satisfaisant a:

—— s
Aos = Ao,

(2.16)

’ -1 (s~k+1
=Es(s )kgs +1)

k=1

a, d(a)ai™ pourjz1,

ou d, i est un polynéme indépendant de s, fonction des termes q, et de leurs dérivées,
vérifiant les estimations :
(2.17) |0¢08dx(a)| = Coplan|“(d. @) "¢ "l .

La démonstration de cette proposition est analogue au calcul fait par D.

Robert [10], et B. Helffer-D. Robert {7].
La proposition 2 n’est, dans ce cas, qu’un cas particulier de la proposition 3.

(b) 2°¢ étape. On considére maintenant un symbole a € Sj.f, satisfaisant

encore a (H.7) et (H.8), mais on remplace I’hypothése (H.6) par:
(H.6)' a, est minoré sur R" XR".

Il existe alors C >0 tel que aq(x, £)+ C >0 pour tout (x, £) ER" XR". Les
estimations annoncées dans la proposition 2 découlent alors du lemme suivant:

LemMmE 4. Sib € Sy satisfait au résultat de la proposition 4, il en est alors d
méme pour le symbole ¢ = b + K, quelle que soit la constante K.

DEMONSTRATION DU LEMME 4. Pour s €N, ¢’ € S35F et on peut écrire:
(2.18) [ ](X) = 2 X6, (x, ).
J=!

Par ailleurs, on connait la forme des termes b, (x, ¢) du développement de b**:

bO,s (x’ E) = b(sl(x’ §)v

ba(x, )= 3 SRR D g i i) VizL

Le calcul de d,, (b) montre que c’est une fonction de 3$3%b, pour i +]a + B
1. b, w’intervient donc que par ses dérivées. On a donc:

(2.19) dii(b) = di(c).

De plus, on peut écrire ¢ = X, _o()b“ P K", d’ot1 'on déduit la forme de ¢,,:
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Cos = Z (f) Kpb(),s—p = (bo+ K)S =4,

p=0

(2.20) .
G = O (P) K’b,,, Vjzl
p=0 \S
Pour j = 1, en reportant dans c,, ’expression de b,,_,, en inversant ’ordre des
sommations, et en remarquant que le produit (s—p)(s—p—1)---
(s—p—k+1)est nulsi p=s—k+1, on obtient pour ¢, la formule (2.7).
De plus, 'hypothése (2.9) et I'estimation (2.10) sont vérifiées pour (b + K) dés
qu’elles le sont pour b.
Le lemme est ainsi démontré.

(c) 3¢ étape. Soit maintenant a un symbole de Sjf, et (xo, &) € R” X R”. Soit
x une fonction C~ sur R" X R”, identique & 1 dans un voisinage V de (x,, &), et
nulle A Pextérieur d’un voisinage W de (xq, &) contenant V. Soit 4 =
Xa +(1—x)b, ot b est une fonction C* sur R" X R" se comportant pour |(x, £)|
grand comme (¢@)™ (cf. [1] pour ’existence d’une telle fonction).

Alors a satisfait aux conditions de la 2° étape.

On peut donc écrire:

[a(x, H)(X) = 2 X'd, . (x, £)

avec

. g, =3 =6k g @y

k=1
En écrivant (2.21) au point (x,, &) on obtient:
d,i (@) (%0, £0) = dyic (@ )(x0, &0),
(dO)syk (x0, &0) = a(s)-k(x(), &o).

Comme par ailleurs les séries formelles d(x, £) et a(x, £) coincident en (xo, &),
on obtient pour a la formule (2.7), et 'estimation (2.8).

Pour les mémes raisons, si [(xo, &)| est suffisamment grand, ’hypothése (2.9)
implique I’estimation (2.10).

La proposition 2 est ainsi démontrée.

III. Fonction de plusieurs symboles formels

Pour étudier la régularité des termes S,, on va définir, en s’inspirant de leur
forme, une fonction de plusieurs symboles formels. Soit f satisfaisant 2
I’hypotheése (0.3), et (@.).:..,., v symboles formels de la classe Sg.
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On suppose que les coefficients a; du développement de a' satisfont a
I’hypothese (2.9) sous la forme:

BIViZ0 V(@B)EN" 3GCu>0  [9:D%]|= Culad(de) e o™

pour |(x, £)| suffisamment grand, ol |a.]| ={(al,- - -, as)

DEFNITION.  Si a{7(X) est le symbole formel égal a:

(32) a(k—l) — a(lk'_")@ [N @ a‘J‘»"»)
ou a~" est la puissance d’ordre (k, — 1) de a, (cf. II), on définit alors:

63 ferna)=3 S5 (] rteeaned

j=0 Jk|=5
ol on a noté f*(ag)aq le symbole formel associé naturellement a ce scalaire.

La relation (3.3) définit bien un symbole formel. En effet, comme on va le voir
dans la proposition suivante, il se produit un phénoméne de cancellation, de telle
sorte que le second membre de (3.3) s’exprime sous la forme 2,2 ay; X', ot qy,
est la somme d’un nombre fini N(j) de termes.

PROPOSITION 5. f(ay," -, a.) est un symbole formel appartenant a S5 ™",
et son développement s’écrit:

(34) [f(a, - a")x O)(X) = 2, X'ay, (x.€)
ou les coefficients a;, sont donnés par:

a0 = f(ao),
(3.5) ag1 = (Vf(ao), ar),

a,; = 2 lef(k)(aﬂ)-

IkI=D472]
Les termes D, sont des polynémes fonctions des dérivées d¢D%a;, avec 0= i=j,
a+B=ji=1,---, v, et vérifiant les estimations suivantes:
(3.6) Vjiz2 VY(a,B)EN" 3(C.>0
tel que, pour |(x,&)| suffisamment grand, on ait:

|3$DEDy (%, £)| = Cpus | a0 (b ) 72 I !,
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DEMONSTRATION.  Cette proposition découle a la fois de I’étude formelle faite
au paragraphe précédent, et d’'un phénoméne de cancellation que I’on démontre
grace a un lemme établi par R. S. Strichartz [12].

On peut écrire:

(3.7) [f“(anab@a* "|(X)=2 X'gu;

70
avec

B8 gui= 2 — B,()‘“( WeLa 2D f* av)a b} [94D ta-1,)

Qe +Bl+i=y .
ol ac, désigne la i° composante du symbole formel a*"=
(@Yo W@ @ (a, ). gi; est un polyndme en | de degré inférieur ou égal 2
i
Or R. 8. Strichartz [12] énonce le lemme suivant:

LEMME 6 (Strichartz). Soit g un polynéme en v variables de degré strictement
inférieur a |8|. Alors 2,5 (= 1)"(3)q(y)=0.

On déduit alors du lemme 6 que la somme (3.3) définissant f(a,,-**,a.)
s’écrit:
[f(ar,- -+ @) O1(X) = 2 5, (x, £)(X)
(3.9) 1 _ B
avee [, 0100 = 3 17 5 X7 5 (~1) () guur (..

3

En effet: Sz (— 1) ()qusi (x, €)= 0 Vk : [k|>f.
(3.9) permet alors d’exprimer ay,:

ag, =

(3.10)

02 0 (§) 257 07— pazDA N anaio D e

2a+Blri=y k=4 k' I=k

Les premiers termes se calculent directement a I'aide de (3.10), et ce calcul
conduit aux formules annoncées dans la proposition 5.

Pour j =2, on ordonne les termes de (3.10) suivant les dérivées f*’(a), | k’|
variant de 0 a [3j/2].

On obtient ainsi ’expression annoncée en (3.5), ou Dy ne dépend que des
termes (a,).-1. .,=o0 et de leurs dérivées.

Pour achever la démonstration de la proposition 5, il reste a vérifier
I’estimation (3.6), ce qui se fait aisément en contrdlant les différents termes
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composant Dy et en remarquant que ax-.., i° composante d’un symbole de
ShkmF vérifie:

(3.11) | 3?D§ak~,‘, ’ = CaBk ' Ao ’,k,_m((b(p )_‘/Z(b A’Bl(Pﬂal.

Application a I’étude des termes S,
Revenons alors a S, que I’on a défini en (1.6), et que I'on retrouve ici comme
symbole associé au symbole formel [S, (x, £)](X). Alors:

6.12) 534S T E(]) e

Jkl=; F IETRELD
et on a g, € Sypimm Tl
On en déduit alors, pour j=lk|=j, §; € S3x¢™m"772 ce qui est bien le
résultat annoncé.

IV. Estimation du reste

R, est défini par linéarité et continuité par ses valeurs Ry ¢’ sur la base de
fonctions propres (¢’) j € N. On va, dans un premier temps, énoncer 2 lemmes
permettant de voir ce qu’il faut exiger de Ruw,¢’ pour que Ry ait la régularité
annoncée.

(1°) Deux lemmes
On vérifie aisément le lemme suivant:

LEMME 7. Soit Hi,=Sp{u; u = Avavecv €L’ et A € £’} 'espace défini
par R. Beals [1], &5, étant ’espace des opérateurs ayant leur symbole dans S3’,.
Par ailleurs, on définit pour s Z0: E* = D[(I+ Q)""], o Q =Z:., P, que
I’on munit de la norme du graphe, et pour s <0: E* = Im[(I + Q)] dual de
E~. (I+ Q)" est alors un isomorphisme de E* sur L?, et on a les inclusions
algébriques et topologiques:
s, Eso Hmm sis=0,
Hy/m—E*— H,, sis<0.
Gréce au lemme 7, on a construit une chaine d’espaces s’emboitant dans les
espaces H3,. Pour démontrer le résultat annoncé, il suffit donc de prouver:
(4.1) YNEN 3IM: RuE€ZLE™EM).

E* est muni de la norme du graphe:

4.2) lulp~ 2, @+]r

JEN

" laG)F
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ou u €&, a(j)=(u, '), le crochet désignant la dualité (¥’, ¥). En particulier,
il existe des constantes C;, C,>0 telles que:

4.3) C(L+|A Py =o' |l = C(L+]| A

l)s/2m

Le lemme suivant, db 4 R. Strichartz, énonce une condition suffisante pour avoir
4.1):

LeMME 8 (R. Strichartz [12]). Soit (T,),en une famille d’opérateurs envoyant
Z'(R") dans ¥'(R"). On suppose qu’il existe C et s positifs indépendants de j, tels
que:

(4.4) I T’

L =Cll¢’

. VjeEN.

Soit u une combinaison linéaire finie de fonctions propres: u =Z,ena(j)o’ avec
a(j) =0 sauf pour un nombre fini d’indices j.
On définit Tu par:

4.5) Tu =2 a()Te'.

JEN

Alors T se prolonge en un opérateur linéaire continu de E~°*% dans E*™%, ot j, est
un réel quelconque supérieur strictement & 2n, c’est-a-dire que l’on a:

(4.6) 3IC>0:  [[Tufuon = Clluf-s

~la =

(2°) Il s’agit maintenant de prouver (4.4) pour Ry

On va tout d’abord supposer que les opérateurs sont tous d’ordre :. Puis on va
se ramener a ce cas la.

(a) m =}
(i) En suivant R. Strichartz, on pose:
1 [0 (552 + (1 - a0 (252 4)) |

(4.7 O, (%, §) =—— [1 +Z e a:,)Z]K

ol K est un entier que I’on choisira ultérieurement.

LEMME 9. Pour |k|Zr, on peut trouver K EN tel que ow; € SN ou

b1
b1 =[de] ™ et ¢ =@[dp]™" sont encore des fonctions poids satisfaisant a
(H).
Plus précisément, on a [’estimation suivante:



84 A. M. CHARBONNEL Isr. J. Math.

(48) ackaﬂ >0: ia"DBO'k, l = CkaB (d’l‘Pl)(' lkl)/’d) lal *Iﬂl
oit Ciop est indépendant de j et de t €0, 1].

DEMONSTRATION.  On peut écrire:

v -K
3tDio, (x, €)= 2 3IDY*(ao+ (N —an)x 97 D¥ [(1 + > (M- a:,)2> ] .
4.9) e =

On va montrer successivement que ’on a:

(4.10) 3Ci,s >0, indépendant de j et de t € |0, 1] tel que:
[82D%f " (ap+ 1A’ — o)) = Cios (br01) 2P T[T+ A — ay )

et

(4.11) 3 Cik,s > U, indépendant de j, tel que:

= Ckysd !—|y'|‘p1—]a'f(1 + ,Al - aO‘)im'

ayD¥ [(1 +2 (M—a(‘,f)v}(]

Alors, en fixant K =Z3(|k|—r), on en déduira le lemme 9.
Pour prouver (4.10) on écrit:

D N ao+ (A — ay))

*.12) = 3 (-0t )~ a)opDinasx
y1”<|u<1:|:’ﬂ1tsly
xdP" DAayx - x aF DYMasx - x 3Dy as.
Compte tenu de I’hypothése (0.3), on déduit de (4.12) I'estimation:
|9tD2f @0+ 1(A" = an))| = G |ug§+lsl (1+]ao+t(x — ao)[y 1] ao|"'p 1.
4.13)

On utilise alors I'inégalité de Peetre pour obtenir:

[agDif‘*’(ao+ I()U _ao))J§ Ch&(l + Iaof)'_'k’(l + I/\l - anf)"‘"’ Ia fm¢ M -1l
(4.14)

En utilisant le fait que
(4.15) fao|= C(¢p)" = C(drp)"”

et en remarquant que I’on a la majoration
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(4.16) (d@)" ¢ Mo =di™ei™  pour |l]=|y|+]5]

(puisque ¢¢ = 1), on déduit alors (4.10) de (4.14).
L’estimation (4.11) se démontre de maniére analogue.

(1) Etudions alors Ry. Ru, est 'opérateur associé au symbole de Weyl:

@) =M 3 [ Loee (1430 ay) @ -ara-ova

lcf=M

On peut regrouper les termes en A’ et les écrire sous la forme:

@ Tew-ar= 3 o3 (-1r(Y) iy

yzk k=vy
lyl<2K+M

ou l'on va utiliser encore:
(/\/)(V*SJ(P/ — P(Y’S)cpl

(avec les conventions faites dans le paragraphe précédent).
Cela conduit a écrire Ry, comme opérateur dont le symbole de Weyl est:

@19 fw, =M f Z G2 (—1)8( >o-k,,af,#a"’5’dt
k=M JO

ou # désigne la composition des symboles de Weyl.
En développant I'expression de ai# a ™, on obtient 7y, sous la forme:

s =M 3 ML Ec 2(—1)&( ) 5 l;”—zlﬁagm(ok,,ag)

larrem a!
4.20
(4.20) X 3¢Da' )t + T,

On va alors prouver que fy, Vvérifie le lemme suivant:

LEMME 10. F, appartient a S, dés que M est choisi supérieur a r.
Plus précisément, on a I’ est:matzom

V(a,B)EN" ICumee >0 tel que, VjEN, V(x,£)ER" XR":
|8EDEu, | = Cuap (dr100) M @I P

Cumop €tant indépendant de j.

DEMONSTRATION. Les termes qui contribuent 2 (4.20) vérifient:

(421)  [0¢D%[9:Dfov,aix 3ED1a" )| = Cogn (i) ™™ P02 g P
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En effet, on vérifie facilement I’estimation:

[33D8 (85D %(01,ad) X 38D 20" )= Copa (Grp)) M2z drg b,
4.22)

D’autre part, on a encore un phénomeéne de cancellation: En effet, la somme

loe| ¢ 18
T, = 2 i)—'—lizl—(BngokV,aﬁ)(c??D‘Ia”‘é’)

la+8l=

est un polyndme de degré 2|a + 8] en &, que I'on note P;(8), et donc la somme
qui figure dans (4.20):

() re

est nulle pour tout y tel que 2|a + B[ <|y].
En utili

4.21).
Gréce au phénoméne de cancellation, on peut réécrire 7, sous la forme:

fu, =M > | U___:_LM 2 E (- 1)8 (g) T;,dt + Tainr,

ok
ki=aM Ju . osf=mM |k|<y
¥

=Mlk|zm,[)l(l—;!tﬁ< 2 2 (—1)6( )T,,dt+nm,

MpRssSM ksy
lyl<2,

, on obtient exactement

(4.23)

(Eneffetona M =|k|=|y|=2j)

T, appartient a S ¥ d’aprés (4.21), les majorations des semi-normes
correspondantes étant indépendantes de J.

On en déduit alors que la somme apparaissant dans F,, appartient a
SPNMPMB et donc a SN si M > 1, les semi-normes étant encore majorées par
des constantes indépendantes de j.

Pour estimer 7ua,, ON remarque que o,ab€ S4 """ les semi-normes
étant majorées par des constantes indépendantes de j, et "> € S, " Alors,
d’aprés la continuité de la loi de composition, Taas-, appartient a Sy o1 M
les semi-normes correspondantes étant majorées par des constantes
indépendantes de j. Par ailleurs, on a |y|=2K + M, et K poux}ant étre choisi
égal a M/2 ou (M + 1)/2 est majoré par M. On en déduit que 7y, appartient a
S§ s KMEM donc A S,V si M est choisi supérieur A r et M’ supérieur 2 2M,
les semi-normes étant majorées par des constantes indépendantes de j. La
démonstration du lemme 10 est ainsi achevée. Alors, il résulte des théorémes de
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continuité dans les espaces H},, que pour tout s € R, il existe une constante C,
indépendante de j telle que

(424) " er(p ”H ’M“ = sM

Comme (I + Q)" =(I+ Q) est un opérateur pseudodiffiérentiel dont le
symbole appartient a2 S3 ,, on déduit du lemme 7 les inclusions algébriques et
topologiques:

l‘P ”Hd,, o

H¢|‘F|(—_)E‘L—)H<zb\,(..;':l') Sis;o,
(4.25)

H;— E*<HY . sis <0.

On déduit de (4.24) et (4.25) I’existence d’une constante C,u > 0, indépendante
de j, telle que:

”fM,I(P’ s2eMs = Cs’M ”(P'

s/2-

Pour tout s >0, il existe donc M tel que 7y, vérifie (4.4). Le lemme 8 permet
alors de conclure.

(b) Cas général

Si les opérateurs P, sont d’ordre m, on écrit f(P,,---,P,) sous la forme
I+ Q) =+m"smp, o (I +Q)'~*™¥mp,] ou (I+ Q)" *"*" est un opérateur
pseudodifférentiel d’apres [9], et ot f vérifie encore (0.3). f(P,,- - -, P.) est donc
un opérateur pseudodifférentiel dont le symbole admet un développement
asymptotique sous la forme Z,-, a;,, les a;, vérifiant les relations (0.7) (avec f et
p)- )

En réécrivant dans a;, les dérivées f*(a,) a I'aide des f"(a,), on obtient
nécessairement pour a;, la forme annoncée en (0.7) avec f et p.

REMARQUE 1. Hrésulte facilement de ce qui précede que, si a, est homogeéne
de degré 2m — j, et si f est homogene de degré r, alors D,.(p) est homogene de
degré 2m|h|—j), et donc a;, est homogéne de degré 2mr —j.

REMARQUE 2. Supposons qu’'il existe des entiers k et [, =1, tels que
Vi=1,-+-,v, Vj €EN, on ait:

ap“x,p'é)=p>a)(x, &)

pour tout p >0 et tout (x, ¢) dans R** \{0}. (a; est “’quasi-homogéne” de degré
2m—j)

Alors, D,,(p) peut étre choisi quasi-homogeéne de degré 2m |h|—j, et, si f est
homogene de degré r, a;, est quasi-homogeéne de degré 2mr —j.
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REMARQUE 3. Le résultat de la remarque 2 subsiste si on fait seulement sur f
I’hypothese suivante:

f()=f(z)+f-(z)+ +f-m(z)+ Gu(z)
ol f,_, est homogene de degré r —j, et ou Gy vérifie:
|G&(z)| = Con (1 + 2y ™10

REMARQUE 4. Dans [3] on étudie le comportement asymptotique de A.

V. Application

THEOREME 2. On suppose vérifiées les hypotheses (H,) a (Hs), et on désigne
par T un céne de sommet 0 contenant I’adhérence de I’image du symbole
principal joint ag={ag," -, ag).

soit C un céne fermé de R*, de sommet 0, tel que C NI ={0}. Alors C N A est
fini.

DeEMONSTRATION.  C et T sont deux fermés de R*. Leurs intersections avec la
spheére unité S sont des compacts disjoints que 'on peut séparer par une
fonction f, C* sur S, égale 4 0 sur CNS et a 1 sur 'NS. En posant:
fi(z)=f(z/]z|), on définit alors sur R’ une fonction f,, homogéne de degré 0,
C* sur R, égale 3 O sur C et a 1sur I,

On note f une fonction égale a f, a 'extérieur d’un voisinage V de 0 et C” sur
R’ tout entier.

On déduit alors du théoréme 1 et de I’hypothése (H;) que # =f(P, -, P,)
est un opérateur pseudodifférentiel dont le symbole principal f(ao) vaut 1 pour
|(x, €)| suffisamment grand. Soit alors F le sous-espace fermé de L*(R")
engendré par 'ensemble {¢’; A’ EC'NALou C'=CN Cv. Soit u €F.

On peut écrire:

U= ue, avec u, =0si A'E C'

JEN

et

Fu= uf(A')e’' =0 puisque fic=0.
JEN
On déduit alors de [1] que u est dans &.
F est donc un sous-espace algébrique de E'. Comme l'injection de E' dans
L*(R") est compacte, et que celle de F dans L*(R") est continue, 'injection de F
dans E' est également continue, et donc celle de F dans L*(R") est compacte.
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Comme F est un sous-espace fermé de L*(R"), sa boule unité est compa te et F
est de dimension finie, ce qui prouve que AN C’, et donc aussi AN C, est une
partie finie de A.
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